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1. Место и сроки проведения практики 

 

Дата начала практики   “09” февраля 2020 г. 

Дата окончания практики   “10” мая 2020 г. 

 

Наименование предприятия МОСКОВСКИЙ АВИАЦИОННЫЙ ИНСТИТУТ 

(НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ 

УНИВЕРСИТЕТ)_________________________ 

Название структурного подразделения     _____кафедра 804________________ 

 

План-график 

1.  Вводная лекция –       “09” февраля 2020 г. 
          (дата проведения) 

 

2.  Инструктаж по технике безопасности 

___00000000000000____          /_______________/       “09” февраля 2020 г. 

                    (подпись проводившего)  (дата проведения) 

3.  Предварительное определение темы и объема работ 

 
Предварительно было решено делать работу сразу по теме «многоэтапная задача 
управления запасами». Для начала необходимо было рассмотреть постановки 
одноэтапных задач и запрограммировать их. Затем перейти к постановке многоэтапной, 
обосновать линеаризацию и решить практический пример с использованием  
квантильного и вероятностных критериев для многоэтапной задачи. 

 
           “    ” февраля 2020 г. 

          (дата проведения) 

4.  План работ 

 
1. Определение темы диплома 
2. Изучение необходимой литературы 
3. Запись постановок одноэтапных задачи линейного стохастического 

программирования для критерия в форме математического ожидания, вероятности 
и квантили. 

4. Решение полученных задач в среде MATLAB. 
5. Постановка многоэтапной задачи. 
6. Доказательство перехода к эквивалентной задаче с линеаризованными 

переменными. 
7. Решение практического пример задачи управления запасами с использованием 
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квантильного и вероятностных критериев  в среде MATLAB. 

 
 

___00000000000000____          /_______________/       “       ” февраля 2020 г. 

         (подпись руководителя)          (дата проведения) 
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5.  Отчет о практике 

 
1. Постановка задачи 

Предположим, что компания должна принять решение о закупке некоторого количества 

определенного продукта u, чтобы удовлетворить спрос x.  

𝑐- цена заказа. 

𝑥 - реализация случайной величины спроса X. 

𝑏 – потери от дефицита товара. (𝑥 > 𝑢) 

ℎ – траты за хранение излишней продукции на складе. (u > 𝑥) 

Таким образом, задача заключается в минимизации целевой функции: 

Φ(𝑢, 𝑥) = 𝑐𝑢 + 𝑏[𝑥 − 𝑢]+ + ℎ[𝑢 − 𝑥]+, 

где для 𝑎 ∈ 𝑅,   [𝑎]+ означает максимум max{𝑎, 0}. 

Также мы предполагаем, что b > c. 

Поскольку в момент планирования спрос случаен, потери Φ(𝑢, 𝑋) является случайной 

величиной, поэтому при принятии решения следует выбрать стратегию u, оптимизирующую 

некоторый вероятностный функционал  𝐽[Φ(𝑢, 𝑋)], где 𝐽: 𝐿0 → 𝑅, 𝐿0 – пространство всех 

случайных величин. Можно рассмотреть различные виды вероятностных функционалов.  

 Критерий с использованием математического ожидания: 

𝑓(𝑢) = Μ[Φ(𝑢, 𝑋)] → min
𝑢∈𝑈

 

 Скорректируем выбранную стратегию: 

𝑐𝑢 + Μ[Φ(𝑢, 𝑋)] → min
𝑢∈𝑈

 

 Вероятностный критерий: 

Ρ𝜑(𝑢) ≜ Ρ{Φ(𝑢, 𝑋) ≤ 𝜑} → max  

 подход, использующий функцию квантили: 

𝜑𝛼(𝑢)= min{𝜑|𝑃𝜑(𝑢) ≥ 𝛼} → min
𝑢∈𝑈

 

2. Сведение задач к смешанным целочисленным задачам оптимизации. 

Заметим, что с введением новым переменных функцию потерь можно записать в виде задачи 

линейного программирования, то есть целевая функция может быть записана в следующем 

виде: 

Φ(𝑢, 𝑥) = min
𝑦1𝑦2

{𝑐𝑢 + 𝑏𝑦1 + ℎ𝑦2} 

при ограничениях: 

𝑥 − 𝑢 ≤ 𝑦1,  

(1) 
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𝑢 − 𝑥 ≤ 𝑦2, 

 

𝑦𝑖 ≥ 0. 

𝑋 - дискретная случайная величина, тогда 𝑥𝑘  𝑦1
(𝑘)

,  𝑦2
(𝑘)

 и : 

Φ(𝑢, 𝑥𝑘) = min
𝑦1
𝑘𝑦2

𝑘
{𝑐𝑢 + 𝑏 𝑦1

(𝑘)
+ ℎ 𝑦2

(𝑘)
|𝑦(𝑘) ≥ 0,  𝑥𝑘 − 𝑢 ≤  𝑦1

(𝑘)
,  𝑢 − 𝑥𝑘 ≤  𝑦1

(𝑘)
}. 

Получим задачу линейного программирования для критерия математического ожидания: 

Φ(𝑢, 𝑥𝑘) = min
𝑦1
𝑘𝑦2

𝑘
{𝑐𝑢 + ∑ 𝑝𝑘

𝐾
𝑘=1 (𝑏𝑦1

(𝑘) + ℎ𝑦2
(𝑘))|𝑦(𝑘) ≥ 0,  𝑥𝑘 − 𝑢 ≤  𝑦1

(𝑘)
,  𝑢 − 𝑥𝑘 ≤  𝑦1

(𝑘)
} . 

Теперь рассмотрим задачи максимизации вероятности (2) и минимизации функции квантили 

(3) в случае дискретного распределения: 

{
 

 ∑𝑝𝑘𝛿𝑘

𝐾

𝑘=1

→ max
𝑢,𝛿,𝑦1,…,𝑦𝑘

𝑐𝑢 + 𝑏𝑦1
(𝑘) + ℎ𝑦2

(𝑘) ≤ 𝜑 + 𝐿(1 − 𝛿𝑘)

(2)

{
 

 𝑐𝑢 + 𝑏𝑦1
(𝑘) + ℎ𝑦2

(𝑘) ≤ 𝜑 + 𝐿(1 − 𝛿𝑘)

∑𝑝𝑘𝛿𝑘

𝐾

𝑘=1

≥ 𝛼
(3) 

       𝑥𝑘 − 𝑢 ≤ 𝑦1
(𝑘)

,                           𝑥𝑘 − 𝑢 ≤ 𝑦1
(𝑘), 

        𝑢 − 𝑥𝑘 ≤ 𝑦2
(𝑘),            𝑢 − 𝑥𝑘 ≤ 𝑦2

(𝑘), 

           𝑦1,2
(𝑘)
≥ 0.                              𝑦1,2

(𝑘)
≥ 0. 

где 𝐿- достаточно большая константа, 𝛿𝑘 ∈ {0,  1}. 

3. Постановка многоэтапной задачи 

Рассмотрим предприятие, выпускающее партиями 2 вида стульев и имеющее склад для 

хранения товара. Оно получило заказ на продукцию на 2 месяца (этапа) вперед. На каждом 

этапе спрос различен и является случайной величиной.  

Рассмотрим общий случай для t=1,…,T этапов. В каждый момент времени компания 

отслеживает уровень запасов 𝑧(𝑡): 

𝑧𝑖(𝑡) = [𝑢𝑖(𝑡) − 𝑥𝑖(𝑡) + 𝑧𝑖(𝑡 − 1)]+ 

при 𝑧(0) = 𝑧0 ∈ 𝑅+
𝑛,  где i=1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅ – количество видов продукции. 

После сбыта некоторого количества товара компания делает заказ, равный объему закупки 

𝑢(𝑡). 

Тогда функция потерь многоэтапной стохастической задачи будет выглядеть следующим 

образом: 

Φ(𝑢, 𝑥) = min
𝑢
∑(𝑐𝑇𝑢(𝑡) +∑𝑏𝑖[𝑥𝑖(𝑡) − 𝑢𝑖(𝑡) − 𝑧𝑖(𝑡 − 1)]+

𝑛

𝑖=1

𝑇

𝑡=1

+∑ℎ𝑖[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑥𝑖(𝑡) + 𝑧𝑖(𝑡 − 1)]+

𝑛

𝑖=1

) 
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Также будем учитывать ограничение на объем склада 

∑(𝑢(𝑡) + 𝑧(𝑡 − 1))𝑖𝑣𝑖 ≤ 𝑉

𝑛

𝑖=1

, 

где V – объем склада, 𝑣𝑖 – объем места, занимаемый i-й продукцией. 

𝑢 ∈ 𝑈- множество функций u, таких что: 

𝑈 = {(𝑢(1),  𝑢(2), … , 𝑢(𝑇))|

𝑢(1): 𝑋(1) → 𝑅𝑛,  

𝑢(2): 𝑋(1) × 𝑋(2) → 𝑅𝑛, … ,

𝑢(𝑇): 𝑋(1) × 𝑋(2) × …× 𝑋(𝑇) → 𝑅𝑛
} 

Линеаризуем данную модель путем введения новых переменных 

 𝑦𝑖−(𝑥[𝑡]) = [𝑥𝑖(𝑡) − 𝑢𝑖(𝑥𝑖[𝑡−1]) − 𝑧𝑖(𝑡 − 1)]+
 , 𝑦𝑖+(𝑥[𝑡]) = [𝑢𝑖(𝑥𝑖[𝑡−1]) − 𝑥𝑖(𝑡) + 𝑧𝑖(𝑡 − 1)]+

. 

Получим задачу с линеаризованными переменными: 

Ψ(𝑢, 𝑥) = min
𝑦𝑖−(𝑥[𝑡]), 𝑦𝑖+(𝑥[𝑡])

∑(𝑐𝑇𝑢(𝑥[𝑡−1]) +∑𝑏𝑖𝑦𝑖−(𝑥[𝑡]) + ℎ𝑖𝑦𝑖+(𝑥[𝑡])

𝑛

𝑖=1

)

𝑇

𝑡=1

  

𝑥𝑖(𝑡) − 𝑢𝑖(𝑥𝑖[𝑡−1]) − 𝑧𝑖(𝑡 − 1) ≤ 𝑦𝑖−(𝑥[𝑡]), 

𝑢𝑖(𝑥𝑖[𝑡−1]) − 𝑥𝑖(𝑡) + 𝑧𝑖(𝑡 − 1) ≤ 𝑦𝑖+(𝑥[𝑡]), 

(𝑢(𝑥[𝑡−1]) + 𝑧(𝑡 − 1))
𝑇
𝑣 ≤ 𝑉 

𝑦𝑖−(𝑥[𝑡]), 𝑦𝑖+(𝑥[𝑡]) ≥ 0 

Утверждение. Если ℎ𝑖 ≥ 𝑏𝑖, то Φ(𝑢, 𝑥) = Ψ(𝑢, 𝑥). 

Дана задача с критерием в форме математического ожидания 

𝑐𝑢 + Μ[Φ(𝑢, 𝑋)] → min
𝑢

 

и эквивалентная ей, но линеаризованная с помощью новых переменных 

(1) 

  

𝑐𝑢 + ∑ 𝑝𝑘1,𝑘2

𝑁

𝑘1,𝑘2=1

(𝑐𝑇𝑢 +∑𝑏𝑖𝑦𝑖−
𝑘1 + ℎ𝑖𝑦𝑖+

𝑘1 + 𝑐𝑇𝑢𝑘1 + 𝑏𝑖𝑦𝑖−
𝑘1𝑘2 + ℎ𝑖𝑦𝑖+

𝑘1𝑘2

𝑛

𝑖=1

) → min
𝑢,𝑦

 

𝑥𝑖(1) − 𝑢𝑖 − 𝑧𝑖0 ≤ 𝑦𝑖−
𝑘1 , 

 

𝑢𝑖 − 𝑥𝑖(1) + 𝑧𝑖0 ≤ 𝑦𝑖+
𝑘1 , 

 

𝑥𝑖(2) − 𝑢𝑖
𝑘1 − 𝑧𝑖(1) ≤ 𝑦𝑖−

𝑘1𝑘2 , 
 

𝑢𝑖
𝑘1 − 𝑥𝑖(2) + 𝑧𝑖(1) ≤ 𝑦𝑖+

𝑘1𝑘2 , 
 

(𝑢 + 𝑧0)
𝑇𝑣 ≤ 𝑉, 

 

(𝑢𝑘1 + 𝑧(1))𝑇𝑣 ≤ 𝑉, 

 

 

 

 

 

(2) 
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𝑦𝑖−
𝑘1 , 𝑦𝑖+

𝑘1 , 𝑦𝑖−
𝑘1𝑘2 , 𝑦𝑖+

𝑘1𝑘2 ≥ 0, 𝑘1, 𝑘2 = 1,𝑁,̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅  
 

Утверждение 1. Если u – оптимальное решение (1),  то существует набор переменных 

𝑦𝑖−
𝑘1 , 𝑦𝑖+

𝑘1 , 𝑦𝑖−
𝑘1𝑘2 , 𝑦𝑖+

𝑘1𝑘2 такой, что  𝑢, 𝑢𝑘1 ,  𝑦𝑖−
𝑘1 , 𝑦𝑖+

𝑘1 , 𝑦𝑖−
𝑘1𝑘2 , 𝑦𝑖+

𝑘1𝑘2 оптимален в (2). 

Если существует набор значений 𝑢, 𝑢𝑘1 ,  𝑦𝑖−
𝑘1 , 𝑦𝑖+

𝑘1 , 𝑦𝑖−
𝑘1𝑘2 , 𝑦𝑖+

𝑘1𝑘2 , который оптимален в (2), то 

𝑢, 𝑢𝑘1 – оптимальное решение (1). 

Аналогичные утверждения формулируются для вероятностного и квантильного критериев. 

Утверждение 2. Для вероятностного получим: 

Ρ𝜑(𝑢) ≜ Ρ{Φ(𝑢, 𝑋) ≤ 𝜑} → max
𝑢

 

и эквивалентную ей, но линеаризованную с помощью новых переменных 

{
 
 

 
 ∑ 𝑝𝑘1, 𝑘2𝛿𝑘1, 𝑘2

𝑁

𝑘1, 𝑘2=1

→ max
𝑢,𝛿,𝑦−,𝑦+,

𝑐𝑇𝑢 + ∑ ∑𝑏𝑖𝑦𝑖−
𝑘1 + ℎ𝑖𝑦𝑖+

𝑘1 + 𝑐𝑇𝑢𝑘1 + 𝑏𝑖𝑦𝑖−
𝑘1𝑘2 + ℎ𝑖𝑦𝑖+

𝑘1𝑘2 ≤ 𝜑 + 𝐿(1 − 𝛿𝑘1, 𝑘2)

𝑛

𝑖=1

𝑁

𝑘1, 𝑘2=1

 

при ограничениях (2). 

Утверждение 3. Для квантильного: 

𝜑𝛼(𝑢)= min{𝜑|𝑃𝜑(𝑢) ≥ 𝛼} → min
𝑢∈𝑈

 

и эквивалентную ей 

{
 
 

 
 𝑐𝑇𝑢 + ∑ ∑𝑏𝑖𝑦𝑖−

𝑘1 + ℎ𝑖𝑦𝑖+
𝑘1 + 𝑐𝑇𝑢𝑘1 + 𝑏𝑖𝑦𝑖−

𝑘1𝑘2 + ℎ𝑖𝑦𝑖+
𝑘1𝑘2 ≤ 𝜑 + 𝐿(1 − 𝛿𝑘1, 𝑘2)

𝑛

𝑖=1

𝑁

𝑘1, 𝑘2=1

∑ 𝑝𝑘1, 𝑘2𝛿𝑘1, 𝑘2

𝑛

𝑘1, 𝑘2=1

≥ 𝛼

 

при ограничениях (2). 

4. Результаты программы: 

1. Дано:         

 L 

27 1000 
 

     

В случае вероятностного критерия для двух реализаций: 

𝑢1 𝑢2 

9.6 1.61 

  

 c h b v 𝑧0 
1 товар 1 1.3 1.2 1 5 

2 товар 1.5 1.8 1.7 3 7 

f 

 

0.75 
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𝑦1+
1 (1) 𝑦2+

1 (1) 
3.96 0 

𝑦1+
2 (1) 𝑦1+

2 (1) 
2.41 0 

 

𝑦1−
11(2) 𝑦2−

11(2) 𝑦1−
12(2) 𝑦2−

12(2) 
8.19 0 1.56 4.68 

𝑦1−
21(2) 𝑦1−

21(2) 𝑦1−
22(2) 𝑦2−

22(2) 
0 0 1.56 4.68 

 

𝑧1
1(1) 𝑧2

1(1) 
10.65 8.61 

𝑧1
2(1) 𝑧2

2(1) 
10.65 8.61 

 

𝛿1
1 𝛿2

1 

1 1 

𝛿1
2 𝛿2

2 

1 0 

 

2. Дано:         

 L 

0.9 1000 
 

     

В случае квантильного критерия для двух реализаций: 

𝑢1 𝑢2 

7.2 3.3 

  

𝑦1+
1 (1) 𝑦2+

1 (1) 
1.56 1.7 

𝑦1+
2 (1) 𝑦1+

2 (1) 
0 0 

 

𝑦1−
11(2) 𝑦2−

11(2) 𝑦1−
12(2) 𝑦2−

12(2) 
0 0 1.56 4.68 

𝑦1−
21(2) 𝑦1−

21(2) 𝑦1−
22(2) 𝑦2−

22(2) 
0 0 1.56 4.68 

 

𝑧1
1(1) 𝑧2

1(1) 
10.65 8.61 

𝑧1
2(1) 𝑧2

2(1) 
10.65 8.61 

𝑦1−
1 (1) 𝑦2−

1 (1) 
0 0 

𝑦1−
2 (1) 𝑦1−

2 (1) 
0 6.96 

𝑢1
1(2) 𝑢2

1(2) 
0 0 

𝑢1
2(2) 𝑢2

2(2) 
0 0 

𝑦1+
11(2) 𝑦2+

11(2) 𝑦1+
12(2) 𝑦2+

12(2) 
0 0 0 0 

𝑦1+
21(2) 𝑦1+

21(2) 𝑦1+
22(2) 𝑦2+

22(2) 
0 0 0 0 

 c h b v 𝑧0 
1 товар 1 1.3 1.2 1 5 

2 товар 1.5 1.8 1.7 3 7 

f =  

 

 27.06 

𝑦1−
1 (1) 𝑦2−

1 (1) 
0 0 

𝑦1−
2 (1) 𝑦1−

2 (1) 
0 2.99 

𝑢1
1(2) 𝑢2

1(2) 
0 0 

𝑢1
2(2) 𝑢2

2(2) 
0 0 

𝑦1+
11(2) 𝑦2+

11(2) 𝑦1+
12(2) 𝑦2+

12(2) 
0 0 0 0 

𝑦1+
21(2) 𝑦1+

21(2) 𝑦1+
22(2) 𝑦2+

22(2) 
0 0 0 0 
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𝛿1
1 𝛿2

1 

1 1 

𝛿1
2 𝛿2

2 

1 1 
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